6. Regressionsanalyse, mindste kvadraters metode og bedste
rette linje

Data, som vi indsamler for at opnd viden om omverden, er i mange situationer behaeftet med
variation, eller stgj, som vi ogsa vil kalde det. Eller maske er der tale om, at der er skjulte
variable pa spil, hvis indflydelse ikke fanges af den matematiske model, vi lige nu anser som
den bedste? Derfor er der i matematik ogsa udviklet metoder til at “treenge igennem stgjen”
og na ind til de underliggende sammenhaenge. Metoderne gar under den feelles betegnelse
regressionsanalyse, og det grundlaeggende vaerktgj, vi anvender, er den sakaldte mindste
kvadraters metode.

Lad os introducere metoden med et praktisk eksempel:

6.1 Eksempel: Bedste rette linje gennem et seet af datapunkter
(Dette afsnit er I18nt fra HEM2, projekt 8.5)

I 1880’erne indsamlede Francis Galton (1822-1911) nummer | fars sgnnens
et datasaet, der indeholdt sammenhgrende malinger hgjde | hgjde

af faedres hgjder og deres fgrstefgdte sgnners 1 186,9 183,4
hgjder som voksne. Der er malinger forialt 952 par |5 184,6 172,0

af faedre og sgnner. Forr_nale_t m_ed arbejdet var 3 185,0 179,0
dengang at fa en bedre indsigt i, hvordan 2 182 1 165 4
egenskaber nedarves. 5 179’4 155’4
Historisk set var det analysen af dette datasaet, hvor ! !

du til hgjre ser de fgrste 10 malinger (angivet i cm), 6 178,4 160,3
der gav anledning til det umiddelbart besynderlige 7 179,7 165,0
navn “regressionsanalyse". Regression er det 8 179,7 168,7
modsatte af progression og betyder tilbageskridt. 9 176,5 160,3
Konklusionen pa undersggelsen var nemlig, at 10 173,4 157,5
saerligt hgje feedre i gennemsnit fik knap sa hgje De forste 10 ud af Galtons datasaet p8 i alt
sgnner — og det opfattede Galton som et 952

tilbageskridt! Men samtidig fik sma faedre sgnner,

der ogsa var sma, men dog lidt hgjere.

@velse 6.1 Udfgr lineaer regression ved hjzlp af et matematisk vaerktgjsprogram
a) Udfgr et punktplot af datasaettet her, og kommenter, om plottet giver anledning til at tro
pa, at der findes en bagvedliggende lineaer sammenhaeng.

b) Udfgr lineser regression pa datasaettet. Du skal fa en linje nogenlunde som den rgde linje
nedenfor. Samtidig giver programmet dig formlen: y=1.94x-183.58 . Hvor kommer den fra?



Fremgangsmaden er fglgende:
1. Vi maler den lodrette afstand mellem linjen og
datapunkterne - det er laengden af de bla linjestykker. s
Kalder vi faedrenes hgjder for x,,x,,..,x,, 0g sgnnernes hgjder
for y,,¥,,...Y1, 09 er regressionslinjens forskrift y=a-x+b, sa
er den lodrette afstand for det fgrste datapunkt:

yl—(a'xl +b) (*) 185
Overvej selv dette! 150

170

sens hejde i cm

170 175 180 185 190
fars hgjde i cm

2. Vi gnsker ét samlet tal, der skal male afstanden mellem linjen og datasaettet. Laeg maerke
til, at nogle gange, fx ved punkt nr 3 og 4, vil formlen (*) give et negativt tal. Men hver
afstand skal give et positivt bidrag. Derfor vaelger vi at kvadrere disse tal og bagefter
summere. (I videregaende statistik argumenteres for denne fremgangsmade).

3. Det samlede udtryk for afstanden mellem linjen og dataszettet er derfor:
S=(y,—(a-x +b))2 +(y,—(@-x, +b))2 Fot (Vi — (@ Xpg +b))2

4. Udtrykket i punkt 3 kan skrives op med ethvert linezert udtryk, y=a-x+b. Blandt alle disse
uendeligt mange udtryk for S, vaelger vi nu den linje, der giver det mindste tal. Det var det
samme Oscar og Casper sggte efter med gjemal i gvelsen pa tavlen. Nar vi skal vaere mere
praecise, kommer differentialregningen pa banen - det sker i afsnit 6.3

Bemaerk: Der ligger i det foregdende nogle subjektive valg, der ikke kan begrundes alene
ud fra den matematik vi har kendskab til.

- For det fgrste vaelger vi at male afstanden lodret. Men den mindste afstand fra et punkt til
en linje findes som den vinkelrette afstand. Dette giver imidlertid nogle ganske klodsede
udtryk, som det er sveert at regne pa. Endvidere er det svaert at generalisere metoden til fx
polynomisk regression. S& vi vaelger at se pa den lodrette afstand. Det giver ikke alene en
fordel mht udregninger, men betyder ogsa, at vi ser pa forskellen mellem den empiriske
dataveerdi og modelvaerdien.

- For det andet veelger vi at se pd kvadratet pd afstanden og ikke kun afstanden. Det er
ogsa et valg, der bl.a. er bestemt af, at afstand males som den numeriske veerdi, og denne
stgrrelse er svaer at handtere i store udtryk. Men det betyder, at afvigere kan komme til at
betyde uforholdsmaessigt meget, da afstandene kvadreres.

I den gren af matematik, der hedder Linezer algebra opdager man, at den samlede sum af
afstandskvadrater mellem et datasaet og en linje er et udtryk for en afstand i et n-
dimensionalt rum, nemlig afstanden fra det punkt, som datasaettet repraesenterer til linjen.
Hvorfor kvadrater? Fordi afstande ogsa i n dimensioner findes vha. Pythagoras ssetning! Du
kan laese mere herom i HEM3 kapitel 9.

Definition: Regressionslinje

Den linje, der passer bedst muligt til givhe datavaerdier, kaldes regressionslinjen (af
og til tendenslinjen), og vi siger, at linjen er fremkommet ved at lave lineaer
regression. Bedst muligt er bestemt ved mindste kvadraters metode, se nedenfor.

6.2 Hvor god er tilneermelsen - residualplot

Selv om regressionslinjen passer nogenlunde til punkterne, sd kan vi ikke vide med
sikkerhed, at der ogsa er en egentlig &rsagssammenhaeng. Ofte skal andre fag bidrage til at



afggre, om der faktisk er tale om en arsagssammenhaeng og ikke kun en matematisk
sammenhaeng.

Et vaerktgj til at svare pa, hvor godt modelveerdierne passer med maledata, er det sakaldte
residualplot. Et residualplot giver et grafisk billede af forskellen mellem dataveerdierne og de
beregnede modelveerdier, dvs laengden (regnet med fortegn) af de bla linjestykker. Vi kan
derved fa et visuelt indtryk af, om forskellen mellem model og virkelighed kan tilskrives
tilfaeldigheder eller synes at vaere systematiske og dermed udtryk for, at der er nogle
sammenhange, vi ikke har styr pa.

Ovelse 6.2: Residualer og residualplottet pa dataszettet

a) Opstil selv en tabel over residualerne, dvs. forskellen mellem dataveerdierne og de
beregnede modelveerdier.

b) Undersgg, hvordan dit vaerktgjsprogram kan ggre det pr automatik.

c) Tegn residualplottet. Kommentér

6.3. Formlen for linezer regression 34

S, der er skrevet op i afsnit 6.1, og som maler kvadratsummen af afvigelserne, kan betragtes
som en funktion af de to variable a og b, S(a,b), og de veerdier af a og b, der giver den
mindste kvadratsum, findes som et minimumssted for funktionen S(a,b). Funktioner af to

variable behandles med principielt samme metode, som vi kender fra funktioner af én
variabel:

o Vi differentierer fgrst mht b og Igser ligningen: Sj(a,b)=0
e Vi differentierer dernsest mht. a og lgser ligningen S(a,b)=0

Resultatet af det hele kan sammenfattes i denne saetning, som vi beviser nedenfor

Saetning 7: Formlen for den linezere regressionslinje
Lad der vaere givet et datasaet bestdende af n punkter, (x;,y;) , hvor i=1..n.

Vi indfgrer betegnelserne x og y for middelvaerdierne (gennemsnittene):
X=2.(x,+X,+.+X,)=2->X;, 09 y=Li(y,+y,+.+y,)=2>y,
1 1

Koefficienterne i regressionslinjen (den bedste rette linje) betegnes & og b og
beregnes saledes:

Y=Y (x-X)
Z?:l(xi —-X)’

o
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Bevis.
Las os nu sige, vi har n datapunkter. Vi opskriver udtrykket for S:
S=(y,—(ax +b))2 +(y, —(a-x, +b))2 +..+(y,—(@-x, +b))2 :Z(yk —(@-x, +b))2
k=1
Sumtegnet er en kompakt og overskuelig made at skrive lange udtryk pd. Men man skal lige
vaenne sig til det, sa vi vil veksle.
Farst vil vi gange parenteserne ud. Den generelle parentes udregnes:



(vi—(@-x,+b) Benyt
kvadratsaetningen pa de to led:

—y (@ X + b —2-y, (@ X, +b) Benyt kvadratssetningen pa
(@-x, +b):

=yk2+((a‘xk)2+b2+2~a-xk -b)—z-yk (@ x, +b) Haev de fgrste og gange ind i den sidste
parentes

=y +a -x +b*+2-a-x,-b-2-y.-a-x,-2-y.-b  (¥)

Vi skal bestemme a og b sa dette udtryk minimeres. Laeg maerke til, at x’erne og y’erne er
konstanter. Det er jo de givne datapunkter. Det betyder, at udtrykket kan ses som en funktion
af to variable, a, og b. Grafen for funktionen S(a,b) er en flade der ligger over (a,b)—planen,

hvor a og b er de uafhangige variable afsat ud af henholdsvis 1. og 2. aksen. Vi leder efter et
minimum for denne flade.

Men det er klart, at findes et sddant minimum, hvor hele fladen er “nede i en bglgedal”, sa er
dette minimumspunkt ogs@ minimum for den funktion af a, hvis graf vi far ved at lsegge et
lodret snit gennem minimumspunktet og parallel med a-aksen. Og tilsvarende er det
minimumspunkt for den funktion af b hvis graf vi far ved at laagge et lodret snit gennem
minimumspunktet og parallel med b-aksen.

Derfor vil vi nu bestemme fgrst b ved at holde a fast (dvs vi ser pa snitkurven parallel med b-
aksen). Og derefter a efter samme opskrift. (Gjorde vi det i den modsatte raekkefolge, ville
udregningerne blive meget mere komplicerede!)

Vi differentierer udtrykket (*) mht b:

d
%(ykz+a2-xkz+b2+2-a-xk-b—2-yk-a-xk—2-yk-b)
=2-b+2-a-x,-2-y,

Det var det k’te led, og nu summerer vi og saetter lig med 0 — overvej ngje, at vi kan ggre
det, ved fx at skrive det ud som en stor sum:

n

Z(z-b+2-a-xk—2-yk)=0 Vi summerer de tre led hver for sig, og rykker
k=1

det sidste over:

n n n
D2:b+Y2-a-x, =) 2y, Vi forkorter med 2:
k=1 k=1 k=1
n n n
Y b+da-x =)y Vi saetter a udenfor sumtegn, dvs parentes, og
k=1 k=1 k=1
teeller antal b:
n n
n-b+a-y x, =Yy, Vi dividerer med: n
k=1 k=1
18 18 0 _
b+a-—=> x, =;Zyk Vi anvender definitionen pa gennemsnit, som kaldesx og y
k=1 k=1

b+a-Xx=y Vi isolerer b:
=y X Det er formlen for b i saetningen.



Derefter vil vi nu bestemme a ved at holde b fast (dvs vi ser pa snitkurven parallel med a-
aksen):
Men fgrst indseettes den b-vaerdi, som vi nu kender i udtrykket (*)

S@=y’+a> - x’+{y-a-x7+2-a-x,-(y—a-X)=2-y,-ax,—2-y.-(y-a-Xx)

Gang parenteserne ud:

S@@=y’+a x +y’+a*>-Xx’-2-y-a-X+2-a-X,-y-2-a X X-2-Y,-a-X,~2-Y, Y +2-y,.-a-x
Dette udtryk differentieres:

a(yk2+az XS +yi+as Xt -2-y-a-X+2-a-X,y-2-a X X-2-Y,-a X, 2y, -)7+2-yk~a~)_()

=2-a-X +2:a- X =2-Y - X+2-X, Y —4-a-X, - X=2-Y, - X, +2-Y, - X
Saml a-leddene
=2-a- (X +X =2-X - X)=2-Y - X+2-X, Y =2V X +2-Y, - X
Anvend en kvadratsaetning:
=2-a- (X, — X\ =2V - X+2- X, V=2V, X, +2-Y, - X
Szt henh.-2-yog +2.-y,uden for parentes:
=2-a- (X, — X\ =2-Y- (X=X )+2-y, - (X=X, )
Kontroller! - og seet nu (x - x,)udenfor

=2-a-(x, X2 =2-(X=X,)-(V - V)

Det var det k’te led, og nu summerer vi og saetter lig med 0.

n

> (2@~ FP ~2:(F - x)- 7~ ) =0

k=1
Summen splittes op og vi rykker over:

D.2:a (X =X =2 2:(X=x)- (V- yi)
k=1 k=1

Forkort med 2 og seet a uden for:

n

a'Z(Xk_)_()Z =Z()_(—Xk)‘(}7—yk)
k=1

k=1
Isoler a:

Z()_(_Xk)'(y_yk)
Py

n

D (X = XY

k=1
Det er formlen for a i saetningen

@velse 6.3 Udfgr lineaer regression ved at beregne koefficienterne

Anvend saetning 2 til at beregne formlen for den linezere regression pa de 10 datapunkter, og
sammenlign med resultatet i gvelse 6.1. Det er lettest at opstille beregningen i et regneark,
hvor datavaerdierne er skrevet ind i to kolonner.

@velse 6.4 Undersgg et datasaet med regression og residualplot
Du kan her (link til 13) finde et andet lille datasaet, som du skal undersgge ved at udfare
linezer regression og tegne et residualplot.
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